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Chapitre 1

Rappels

1.1 L’ensemble des nombres complexes, C

Remarque 1. L’équation
> +1=0

n’a pas de solution dans I’ensemble R des réels. On cherche a construire un ensemble qui contienne
R, dans lequel cette équation possede des solutions.

1.1.1 Définition

Axiome 1. Soit + un nombre tel que
2
17 = —1.

Définition 1. L’ensemble C est I’ensemble des nombres z qui s’écrivent sous la forme a + b,
avec (a,b) € R? :
C = {a +b|(a,b) € R?}.

Définition 2. Cette écriture sous la forme a + b s’appelle I’écriture cartésienne.

Définition 3. On définit une loi d’addition “+” des complexes, compatible avec celle de R :

9 z1 = a + b _ , ,
V(z1,22) € C |{22 —d 4w 21+ zm=(a+a)+u(b+ ).
Définition 4. On définit une loi de multiplication “x” des complexes, compatible avec celle de
R :
V(z1,29) € C? | A= a4 b 21X 29 =(axa —bxb)+i(axbd +ad xb).
’ zo = d 4+ Wb’

Définition 5. On définit une égalité, compatible avec celle de R :

21 = a + b a = d
V(zl,zg)GCQ{Z; — a/ + Zb/ ,Z:Z/<:>{ b — bl



22 mai 2007 Cours d’Algébre Math103 7

Théoréme 1.
a = 0
z2=0& { b = 0

Définition 6. La partie réelle d'un complexe z = a + b, R(z), est le réel a.

Définition 7. La partie imaginaire d’'un complexe z = a + b, J(z), est le réel b.

1.1.2 Structure du corps C

Théoréme 2. (C,+, x) est un corps commutatif.

Démonstration. (C,+) est un groupe commutatif

— “4” est une loi interne :
V(Z,Z/) € Czaz + Z, eC.

— “47 est associative :
V(z,2,2) € C3(z4+ )+ 2" =24+ (& + 7).

~ (C,+) a un neutre :

20 e C|VzeCz+4 2z = 2.

— “47 est symétrisable :
Vz2eC,3 eClz+2 =0.

— “4” est commutative :

V(z,2)eC,z2+2 =2+ 2.

(C*, x) est un groupe commutatif
Idem.
“x” est distributive sur “+”

V(z,2,2") e Cax (Z+2")=2x2 +2x2".

1.1.3 Représentation graphique

Définition 8. On appelle “plan complexe d’Argan-Cauchy” le plan repéré par les complexes en
effectuant la bijection abscisse du point — partie réelle, et ordonnée du point — partie imaginaire.



y(eR)
b M (z)
0 - z(R)

Théoréme 3.
VzeCVkeR kxz=kxa+kxu1xb.

Théoréme 4. Vi € C,
z = t+z
. t
est la translation de vecteur ( 2( ) )

Théoreme 5. Vk € R,

est I’homothétie de centre O, et de rapport k.
Théoreme 6.
{ CcC —- C

Z = —Z

est la symétrie par rapport a O.

1.1.4 Ecriture trigonométrique
1.1.4.1 Module

Définition 9. Le module |z| d’un complexe z est le réeel va? + b2.

Théoréme 7.
Vz e C,|z| € RL.

Théoreme 8.
|2l =0 2z=0.
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Démonstration.
2| =0 & a?+b2=0
S a=b=0

& z = 0.
0
Théoréme 9 (Inégalité triangulaire).
Vz € C,z > max(a,b).
Démonstration. On a
a?>0=a?+b02>0% = a2+ b2 > b
et
b >0=a®+0*>a®>= Va2 +b2>|al,
donc
z > max(a,b).
0

Théoréme 10. |z| est la distance OM (z).

Théoréme 11.
VReRy,{z€C||z| =R} =Cor.

1.1.4.2 Argument

Définition 10. L’argument arg z d’un complexe z est la mesure en radians de ’angle orienté
de laxe (Ox) avec OM (z).

Remarque 2. L’argument n’est pas unique, mais congru modulo 2.

Théoréme 12.
cosfd = —

Vz e C*argz =0 |

Remarque 3. 0 n’a pas d’argument.

Exemple 1. Si z = /3 — 1, alors
2] = (V8)2+ (1)

2,
et

V2

cos = 5
argz = 0]

-1
.
sin 5
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Définition 11. Vz € C, si

et

alors

p=|z|
0 = arg z,

p(cos @+ 1sin6)

est ’écriture trigonométrique de z.

1.1.5 Complexe conjugué

Définition 12. Le conjugué Z d’'un complexe z est le complexe a — b.

Théoréme 13.

Théoréme 14.

Théoréme 15.

Démonstration.

Théoréme 16.

Théoréme 17.

Théoréme 18.

Démonstration.

Vz e C,|z| = [Z].
Vz e C,argz = —arg 2.

VzeC,zxZ=|z>

z2xZzZ = (a+1w) x (a—1b)
= a’ + b?
|2,

Y(z,2)€Clz+72 =247

V(z,2)eC?zx 2 =2 x 2.

1 _

VeeCH - =2

z |7
11
2 a4+

a—1b

(a+1b) X (a —1b)

a—+1b
a? + b2

|
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OJ
1.1.6 Fonction exponentielle de la variable complexe
Théoréme 19.
V(z1,20) € C2, |21 X 22| = |21] X |22].
Théoreme 20.
V(z1,22) € C? arg(z1 X z3) = arg z; + arg 2.
Démonstration. ¥(z1, z9) € C2,
z1 = p1(cosBy +1sinby)
zog = pa(cosBy +1sinfy) ’
donc
21 X z9 = pip2(cos b cos by — sin b sin by)
+p1p21(cos By sin Oy + sin O cosbs)
= ppo(COS(91 + (92) + ZSiIl((gl + 92))
donc
|21 X 22| = [21] X [22],
et
arg(z1 X zg) = arg z1 + arg zs.
O
Théoréme 21. )
Vz € C* arg — = —arg 2.
z
Démonstration. Yz € C*,
1z
z |
1 .
= —(cosf —1sinbh)
p
1
= —(cos(—0) +sin(—0)),
p
donc
11
el
et
1
arg — = — arg 2.
z
L]

Définition 13.

oxh - cC - C
Pl e+ — exp(a) x (cosb + 1sinb)
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Théoreme 22.
Vb € R, exp(1b) = cosb + 2sinb.

Théoreme 23.
Vb € R, |exp(eb)| = 1.

Démonstration.
|exp(w)| = |cosb+ sinb

= /cos2b+sin?b

1.

Théoreme 24.
Y(a,b) € R? arg(exp(a + b)) = b.
Théoreme 25.
VzeC, z = |z|exp(rargz)
= pexp(0).
Théoréme 26.
Y(z1,22) € C?,exp(z1 + 22) = exp(z1) X exp(z2).

Démonstration.

exp(z1) X exp(z2) = exp(x1)exp(x2)(cosy; + 1sinyp)(cosys + 18inys)
exp(z1 + x2)(cos(y1 + y2) + esin(y1 + y2))
= exp(z1 + 22).

Théoréme 27.

1
exp(z)’

Vz € C,exp(—z2) =

Démonstration.
exp(—z) = exp(—(z+w))
= exp(—x — )
= exp(—x)(cos(—y) +1sin(—y))

= ;(cosy —1siny)

exp(z)(cosy — 1siny)
| exp(2)[?

exp(z)
| exp(2)]

xp(2)’
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Théoreme 28.
Vz € C,exp(z + 2urm) = exp(z).

Théoréme 29 (Formules d’Euler).

exp(1y) + exp(—wy)

cosy = 5

vy et exp(1y) — exp(—1y)

siny = 5
Théoréme 30.

V(Zl,ZQ) € (CQ, ’21 X ZQ’ = |2’1‘ X ’22|.

Théoreme 31.
Vz € C,Vn € N, |2"| = |2]".

Théoréme 32.

Al_p

z2 P2

Démonstration.
21 p1 exp(261)

p2 exp(262)

22

- |2 exp(2607 ) exp(—162)
P2

= |2 exp(2(6, — 02))‘
P2

p1
P2

P1

P2

Théoréme 33.

argz—; =0 — 05.

Théoreme 34.
Z = pexp(—10).

Démonstration.
p(cos —18in h)

= p(cos(—0) +1sin(—6))
= pexp(—10).

W
|

13
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Théoréme 35.

7 N
IS
~__
Il
Q|| =

Démonstration. On a

1 1
zZ  pexp(—1)
~ exp(t)
= —exp(t
p
et
11
z  pexp(h)
= —exp(—10),
P (—20)
donc

7N
IS
~_
Il
Q||

1.1.6.1 Point de vue géométrique
Théoréme 36. V(z') € C?,

C (®
{ - = Ho’p/ 9} 720,9/(2')

z = zxz

1.1.7 Racines carrées d’un nombre complexe

Définition 14. Vz € C, on appelle racines carrées de z les nombres complexes z tels que
x° = z.

Remarque 4. Noter \/z est ambigu, et donc déconseillé.

Remarque 5. Si z est une racine deuxieme, alors —z aussi.

VZeCN2eC2=2=(-2)=7Z
Remarque 6. Soit z € C,z = a +1b. On cherche 2’ € C | 22 = 2. On a |2"?| = |2/|? = |2|, donc
12| = V/12l.
a/2 o b/2 =a
{a’Q—b’Q—i—Qm’b’:a—l—zb {a’—:l: atva’+bh?
-

N - A A U b 2
o 24’ = b

— 24

Exemple 2. z = 4 a deux racines deuxiemes dans C : 2 et —2. Dans R, la seule racine deuxieme
de 4 est 4 : 2.
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Exemple 3. z = 3 4 42. On cherche = a’ + 1’ tel que 22 = 2. On a

a/2 _ b/2 =3 P
a@+yﬁz¢p+42:5<¢{2%;:8
90/ — 4 24’ =4

Les deux solutions sont 2 — 2, et —2 — 1.

1.1.8 Equations du deuxieme ordre

Remarque 7. Si
V(a,b,c) € C* x C2,
P(z) = ax22+bxz+ec

(#+2:+3)
= a2+ -2+ —
a a
b, b c
_'“<@+2J _&ﬂ+a>

b 246Lc—b2
= a((z+2a) 74CL2 >,

alors )
b b* — 4ac
P(z)=0 & —)i=—
s z:iS—i
2a’
avec,

{ b2 —dac>0 = S=+b —4ac

b2 —dac< 0 = S =1./|b2— dac|

1.1.9 Les racines de ’unité

Théoréme 37. Vn € N, ['ensemble U,, des racines de l'unité est
Up={ueC|u" =1}

Théoréme 38. (U, x) est un groupe (multiplicatif) commutatif.

Démonstration.

Théoréme 39.

U, = {exp(m”) (ke{0,....n— 1}}.

n

Démonstration. — “x” est une loi interne :

V(u,u') € U2, ux u' € U,.

15
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“x” est associative :

V(u, v, u") € US, (u+u) +u” =ux (u xu).

— (Up, X) a un neutre :
Jug € Uy, | Yu € Up,u X ug = u.

“x” est symétrisable :
Vu € Up,Ju' €Uy |uxu = 1.

— “X” est commutative :
V(u,u') € Up,u+u = x u.

O

Théoréeme 40. Si
2km
ug = exp( )
alors
ug+ ... +up—1 =0.

Remarque 8. Géométriquement : 0 est l'isobarycentre des racines de I'unité.
1.2 Applications
Remarque 9. f, g, ... désignent des fonctions, E, F', ... des ensembles, et x, y, ... des éléments

de ces ensembles.

1.2.1 Définition

Définition 15. Si f est une relation de E vers F', on dit que f est une application de £ — F
si, a tout élément x € F, f fait correspondre un unique élément y € F.

Définition 16. f(x) s’appelle I'image de = par f.

Définition 17. Siy € F, et x € E tel quef(z) =y, on appelle  un “antécédent” de y.
Théoréme 41. f(z) a pour antécédent x.

Théoreme 42. Si f : £ — F, E s’appelle I’“ensemble de départ” de f, et F [’“ensemble
d’arrivée”.

Théoréme 43. f = g si et seulement si f et g ont le méme ensemble de départ, et,
Ve e E, f(x) = g().

Exemple 4. TODO : petits dessins
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1.2.2 Image directe — Image réciproque

Définition 18. Si A C F, I'image directe de A est f(A),

fla) = {f(z)|z €A}
= {yeF|dwecA|ly=[f(v)}

Définition 19. Si B C F, I'image réciproque de B est f~1(B),
f'(B)=z€cE| f(z) €B.

Théoréme 44.

fi(B)CE
Remarque 10. On n’a pas toujours
F1(B) = E.
Exemple 5. Si
f N — N
“ln — 2xn’
f est une applications, car elle fait correpondre, a chaque entier, une image unique. Cependant,
f(N) =2N.
Exemple 6. Si
I N — N
‘ln — rin=3xq+r(¢gr)eNx{l,...,3—-1} ~’

est une application, et

f(N)={0,1,2}.

Définition 20. Si A et B sont deux ensembles,
ACB&eVere Az eB.
Définition 21. Si A et B sont deux ensembles,
A=B& ACBet BCA.

Exemple 7.

=

R —
f'{w;

est une fonction, mais n’est pas une application.

!
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1.2.3 Propriétés

f : E — F est une application, A; et Ay des sous-ensembles de E, et By et By des sous-
ensembles de F'.

Théoréme 45.
Ap C Ay = f(Ar) C f(A2).

Démonstration. Si y € f(Ay), alors 3z € Ay | y = f(x), or Ay C Ay, donc x € Ay, donc
f(z) € f(Az), donc f(A1) C f(A2). 0

Théoréme 46.
B C By = f71(By) C f1(Ba).
Démonstration. TODO O

Théoréme 47.
f(A1U Az) = f(A1) U f(As2).

Démonstration. TODO O
Théoréme 48.
FHUBIUBy) = f1(B1) U fH(B2).
Démonstration. TODO ]
Théoréme 49.
f(A1 N Ag) = f(A1) N f(Az).
Démonstration. TODO O]
Théoréme 50.

FTHBINB2) = f7H(B1) N fH(By).

Démonstration. TODO O

1.2.4 Composition

Définition 22. Si f: E — F et g: FF — G sont deux applications, on appelle composée de f

par g 'application
QOf:{ EFE - G
z — goflz)=g(f(z))
Remarque 11. Si f : E— F et g: G — H, go f est bien définie si et seulement si F' C G.

!— Remarque 12. On n’a pas toujours
feg=ygolf.
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1.2.5 Applications injectives, surjectives et bijectives

Définition 23. Si f : F — F est une application, on dit qu’elle est injective si deux antécédents
différents on des images différentes :

V(z,y) € B’z # y, f(z) # f(y).

Théoréeme 51. Si f est injective,

Exemple 8. TODO : petit dessin

Définition 24. Si f : F — F est une application, on dit qu’elle est surjective si tout élément
de F' a un antécédent :
Vye F,3z € E |y = f(x).

Théoréme 52. [ est surjective si et seulement si f(E) =F.
Exemple 9. TODO : petit dessin

Exemple 10.

est injective, mais n’est pas surjective.

Iy N — N
‘Il n — rin=3xqg+r(¢r)eNx{1,...;q—1}

Exemple 11.

n’est ni injective, ni surjective.

Exemple 12.
. N2 — N
I (n,m) — n+m+1
n’est ni injective, ni surjective.
Par contre,
N2 - N*
f:
(n,m) — n+m+1

n’est pas injective (0), mais est surjective (n = (n — 1+ 0+ 1).

Exemple 13.
{ C —» C
exp :

z +— exp(z)
n’est ni injective (6 & 27 pres), ni surjective (0).
Par contre,
JCc = C
P - exp(z)

est, elle, surjective.
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Exemple 14.
C —- C
[ 2

zZ = Z

n’est pas injective (il y a deux racines deuxiémes complexes si z # 0), mais est surjective (tout
complexe a des racines deuxiemes).

Définition 25. Si f est une application surjective et injective, on dit qu’elle est bijective :
Vye F,Alz € E |y = f(z).
Théoréme 53. La réciproque f~1 d’une bijection f est une bijection.

Théoreme 54. La composée d’une bijection avec sa réciproque, et la composée de la réciproque
d’une bijection avec la bijection sont l’identité :

foft=1Idp, et f 1o f=1dg.
Théoreme 55. Si f et g sont deuzx applications, alors
fog=Idetgof=1d
si et seulement si f est bijective, et g = f~ 1.

Théoréme 56. Si f est injective,

Démonstration.

Démonstration.

Exemple 15. Si

n +— n-—1 n — n+1

on a

gof=1d,

!— mais

fog#1d.
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Exemple 16.

est bijective.

Exemple 17.

est bijective.

{
oy

Cours d’Algébre Math103

R2
T,y)

N2
n,m)

- R?
= (:L‘+y,2><:v—y)

— N*
= 2" x (2xm+1)

21



Chapitre 2

Espaces vectoriels

En géométrie, on a introduit la notion de vecteur.
On étudie les ensembles qui possedent des lois analogues.

Par abus de notation, on dira que E de (E,+, ) est un espace vectoriel.

2.1 Définition

Définition 1. Un magma est un ensemble muni d’une loi de composition interne.

Définition 2. Une loi associative sur un ensemble F est une loi x qui vérifie
Y(z,y,2) € B3, (xxy)*z =z * (y*2).

Définition 3. Un magma associatif est un magma dont la loi de composition interne est asso-
ciative.

Définition 4. Un neutre e a gauche d’une loi * sur un ensemble E est un élément de F qui
vérifie

Ve e E,exx =x.
Définition 5. Un neutre e & droite d’une loi * sur un ensemble E est un élement de E qui
vérifie

Ve € E,xxe=ux.
Définition 6. Un neutre est un neutre a gauche et a droite.

Définition 7. Un monoide est un magma associatif muni d’un neutre.

Définition 8. Le symétrique & gauche 2~ par rapport & une loi » d’un élément x d’un ensemble
FE est un élement de E qui vérifie
T kT =1

22
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Définition 9. Le symétrique & droite z~! par rapport & une loi + d’un élément = d’un ensemble
E est un élement de E qui vérifie
Txr T =1

Définition 10. Un symétrique est un symétrique & droite et un symétrique a gauche.
Définition 11. Un groupe est un monoide dont tous les éléments sont symétrisables.

Définition 12. Une loi commutative * sur un ensemble E est une loi qui vérifie
Y(z,y) € Bz xy=yxz.
Définition 13. Un groupe commutatif est un groupe dont la loi est commutative.

Définition 14. Un corps K est un ensemble muni de deux lois, “+” et “x”, vérifiant
— (K, +) est un groupe commutatif, dont le neutre est noté “0”.

— (K \ {0}, x) est un groupe (multiplicatif).

— La multiplication est distributive sur ’addition :

ax(b+c) = axb+axc

2
V(a,b,c)€K7{ (b+c)xa = bxa+cxa

Définition 15. Un espace vectoriel E sur un corps commutatif dit “des scalaires” (K, +, x)
(un K-espace vectoriel) est un groupe commutatif, muni d’une loi “-” de composition externe

KXxE—FE:(\z)— Az,

qui vérifie
— L’élément unité “1” du corps K (neutre de x de K) est neutre & gauche pour la loi

Yu € E,1-u=u.
— La loi “” est distributive (a gauche) par rapport a l'addition “+” de (E,+,-) :
YA€ K, Y(u,v) € B2 XA - (u4+v) =X-u+ Ao
— La loi “” est exodistributive (a droite) par rapport a ’addition “4+” du corps (K, 4+, X) :
Y\ p) €K Yue BE;( A+ p)-u=X\-u+pu-u
— La loi “” est exoassociative par rapport a la multiplication “x” du corps (K, +, X) :

YO p) € K2Vue E,(Ax ) -u=\-(u-u).

4

Définition 16. L’élément neutre de la loi de composition interne “+” est “0”, le “vecteur nul”.

Théoréme 1.
Yu e E,0-u=0.

Théoreme 2.
YAe K,A-0=0.

Théoréme 3.
Vue E,(0+0) -u=0.
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2.2 Exemples

2.2.1 Exemple fondamental de R?

Exemple 1.
R?*=R x R.

Vu € R?, Mz, z2) | u= (21, 22).
V((z1,22), (Y1, 12)) € R?2 x R?, (21, 22) = (y1,2) © =1 = Y1 et z2 = yo.
On définit
N { R? x R? - R?
(w1, m2), (Y1, 92) = (w1,22) + (Y1,92) = (21 + Y1, 72 + 42)
. RxR? — R?
{ (A,(l‘l,xg)) = A-(a:l,mg):()\~m1,)\-x2)

(R% +, ) est-il un R-espace vectoriel ?
Oui : TODO

2.2.2 Exemple fondamental de R?

TODO

2.2.3 Exemples de C et R sur R et Q

Théoréme 4. Vn € N*, (R",+,-) et (C",+,-) sont des Qet R-espace vectoriel.

2.2.4 Exemple fondamental des fonctions de R dans R

TODO

2.2.5 Exemple fondamental des suites réeelles

Exemple 2. Si
S = {(un)nen | Vn € N, u,, € R},
alors
V((un)nen, (Un)nen) € 527 (un)neN + (Vn)neN = (Un + Un)neN
et
V(A (un)nen) € K X S; N+ (tun)nen = (A - Up)nen :

(S, +, ) est un R-espace vectoriel.
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2.2.6 Remarques importantes sur R? et R?

Remarque 1.

Vu € R2,3(z1,22) €R? |u = (71,72)
= (1’1,0) + (03$2)7
or
(x1,0) = (x1 x 1,21 x0))
= X - (1,0)
(0,1’2) = (:BQ X 0,.2;‘2 X 1)) ’
= x9-(0,1)
donc

u=2x1-(1,0)+z2-(0,1):

u est une combinaison linéaire des vecteurs (1,0) et (0,1) : R? appartient & I’ensemble des
combinaisons linéaires de (1,0) et (0,1).

Remarque 2.
Vv € R?,3(w1, w3, 72) € R® | v = (21,22, 3) = (21,0,0) + (0, 7,0) + (0,0, 23) :

on dit que v est une combinaison linéaire de (x1,0,0), (0,x2,0) et (0,0, x3).
2.3 Combinaisons linéaires
Définition 17. Si (E,+,-) est un K-espace vectoriel, si n € N*| si (v1,...,v,) € E", et u € E,

u est une combinaison linéaire des n vecteurs vy, ..., v, si et seulement si

AN, AN) ERKY Ju=A1-v1 4. 4 Ay - U



Chapitre 3

Sous-espaces vectoriels

3.1 Définition

Définition 1. Si (E,+,-) est un K-espace vectoriel, et si ' C E, F' est un sous-espace vectoriel
de F si et seulement si(F, +,-) est un K-espace vectoriel.

Théoréme 1. Si (E,+,-) est un K-espace vectoriel, et si F' C E, F' est un sous-espace vectoriel
de E si et seulement si
Y(u,v) € F2u+ve€F

et
V(A u) € Kx F,\-u€F.

Démonstration. Sens “="
Si F' est un K-espace vectoriel, alors “+” et “.” sont stables.

Sens “«<” TODO O]

3.2 Exemples

Exemple 1. TODO
Exemple 2. TODO

Théoréme 2. TODO

Démonstration. TODO O]

Exemple 3 (Q). TODO

26
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Démonstration. TODO

Exemple 4. TODO

Démonstration. TODO

Exemple 5. TODO

Démonstration. TODO

Exemple 6. TODO

Démonstration. TODO

Exemple 7. TODO

Démonstration. TODO

Exemple 8. TODO

Démonstration. TODO
Définition 2. Si F' et GG sont deux sous-espaces vectoriels de FE, alors
F+G={zecE|Iy,2) e FxG|z=y+z}.

Théoreme 3. F + G est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. TODO

Théoréme 4. () n’est pas un espace vectoriel.

Théoréme 5.

Définition 3. Si A et B sont deux ensembles, A est plus petit que B si A € B.
Théoréme 6. {0} est le plus petit espace vectoriel.

Théoréme 7. Un espace vectoriel ne peut pas avoir exactement deux éléments.

Théoreme 8. Si L, M et N sont des sous-espaces vectoriels de E, alors
LN(M+N)=LNnM+LnNN.

TOTO : vrai ?

27

Théoreme 9. Si F et G sont deuxr sous-espaces vectoriels de E, F U G est un sous-espace

vectoriel de E si et seulement si ' C G ou G C F.

Théoréme 10. F' + G est le plus petit sous-espace vectoriel de E qui contienne F'UG.
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Théoréme 11 (Corollaire).
F+G=FUG&FCGouGCF

Exemple 9. Dans R?, si A = {(1,1)}, alors Vect(A) est un sous-espace vectoriel de R?, donc
VA€ R,\-(1,1) € Vect(A), donc I'ensemble des combinaisons linéaires de (1,1) est inclus dans
Vect(A), or cet ensemble est un sous-espace vectoriel de E qui contient A, et donc Vect(A), donc

A = Vect(A).
Exemple 10. Dans R3, A = {(z,y,2) €ER3 |2 +y + 2 =0} = A = Vect(A).

Exemple 11. Dans (R?,+, ), Vect((1,0), (0,1)) = R2.

3.3 Vect(A)

Définition 4. Si A est un ensemble fini de vecteurs de E, Vect(A) est 'ensemble des combinai-
sons linéaires des vecteurs de A.

Démonstration. Si

A=A{x1,...,z,},

on a Vect(A) qui est inclus dans ’ensemble des combinaisons linéaires de x1, ..., x,, donc si y
est une de ces combinaisons linéaires,

H(Al,...,)\n)GKn‘yZ)\l-:L'l—i-...—l—)\n-xn.

Comme Vect(A) est un sous-espace vectoriel, y € Vect(A), donc I'ensemble de ces combinaisons
linéaires est inclus dans Vect(A), donc Vect(A) est I’ensemble des ces combinaisons linéaires. [J

Définition 5. On dit que A “engendre” Vect(A).



Chapitre 4

Applications linéaires

Hypothéses (E,+,.) et (F,+,.) sont des K-espace vectoriel, z, x1, 2, ... sont des éléments
de E, et A\, A1, A\g des scalaires (éléments de K).

Définition 1. Si (E,+,.) et (F,+,.) sont deux K-espace vectoriel, une application de E dans
F est une application linéaire si elle vérifie

V(21,29) € B2, f(21 + 22) = f(21) + f(2)

et
V(A z) € K x E, f(Ax) = \f(x).

Théoréeme 1. Si (E,+,.) et (F,+,.) sont deux K-espace vectoriel, et si f est une application
de E dans F, elle vérifie

V()\, ry, .%'2) c K x EQ, f(iL'l + )\.1‘2) = f(xl) + )\f(iL’Q)
st et seulement si c’est une application linéaire.

Définition 2. Une application f: E — E est un endomorphisme.

f. RQ N RS
| (y) = (wtyz -y, 20 +y)

Exemple 1.

est une application linéaire.
Exemple 2. TODO
Exemple 3. TODO
Exemple 4. TODO
Exemple 5. TODO

Définition 3. L’“image”, Imf, de f est ’ensemble des images
Imf = f(E).

29
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Théoréme 2. Imf est un sous-espace vectoriel de F'.

Démonstration. TODO O
Définition 4. Le “noyau”, ker f, de f est ’ensemble des antécédents de 0
ker f ={x € E| f(z) =0}.

Théoréme 3. ker f est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration. TODO O

Théoréme 4. f est injective si et seulement si ker f = {0}.

Démonstration. TODO O

Théoréme 5. f est surjective si et seulement si ImE = F.

Démonstration. TODO O
Exemple 6. TODO

Exemple 7. TODO

Exemple 8. TODO

Théoreme 6. f est un isomorphisme si et seulement si f est bijective linéaire.

Définition 5. Un endomorphisme qui est un isomorphisme est un “automorphisme”.

Exemple 9. TODO R?

Démonstration. O
Exemple 10. TODO notation

Exemple 11. TODO R?

Théoréme 7. Toute application linéaire de R"™ vers R™, avec (n,m) € (N*)2, est de la forme

f((xl,...,:nn)): ( ail - x1 4+ ... 4+ A1, * Ty,

Ami-T1 + ... + Amn-Tn ),
avec V(i,5) € {1,...,m} x {1,...,n},a;; € R.
Définition 6. L(E, F') est 'ensemble des applications linéaires de E vers F.

Définition 7. On définit une loi “4+” de composition interne

L(E,F)? = L(E,F):(f,9)— f+g.
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Définition 8. On définit une loi “-” de composition externe
K % L(E, F) — L(E, F) : (\ ) = (\- /).
Théoréme 8. (L(E,F),+,-) est un K espace vectoriel.

Définition 9 (Loi de composition). Si (F,+, ), (F,+,-) et (G, +, -) sont des K-espace vectoriel,
et f:E— Fetg:E — G sont des applications linéaires, alors la composée de f par g est

F — F

9ol w L (@)

Théoréme 9. La loi de composition est interne : go f € L(E,G).

Démonstration. TODO O

Théoréme 10. Vf € L(E,F), si f est bijective, alors f~' existe, et f~' € L(F, E).

Démonstration. TODO OJ

Exemple 12. TODO



Chapitre 5

Familles génératrices, libres — Bases
d’un espace vectoriel

(E,+E, ) est un espace vectoriel sur un corps commutatif K.

5.1 Combinaisons linéaires

Définition 1. Une famille S de vecteurs de E est une suite, finie ou infinie, de vecteurs de F,
notée

S = (ei)ier,
avec, Vi € I,e; € F.

Définition 2. Si S € (¢;);cs est une famille de E'; “on appelle combinaison linéaire” de S toute
somme finie de la forme :
> e

i€l
avec I CN, I fini,et,Vie I, \; € K.
Exemple 1. Soit S une famille de F(R,R), avec
S = (z — exp(a X T))acr-
Un exemple de combinaison linéaire de S est la fonction

s=3fr+E 41/3,}”\/5 +5V3fa.

On a s qui vérifie
s =13 3e™ 4 41/3e7V2 | /362

Exemple 2. C? est un C-espace vectoriel, et ((i,2a))qcc est une famille de C2.

32
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Théoreme 1. L’ensemble des combinaisons linéaires d’une famille de vecteurs S est un sous-
espace vectoriel de E. C’est le plus petit (au sens de l'inclusion) sous-espace vectoriel de E qui
contienne S : Vect(S).

Démonstration. La preuve a été faite lorsque la famille est finie; elle est analogue lorsque S est
infinie : ’ensemble des combinaisons linéaires de S est dans F, car toute somme finie de vecteurs
de E est un vecteur de E'; de méme si on le multiplie par un scalaire.

Soient U et V' des combinaisons linéaires de S = (e;)er.
On a alors 3 Jy C I fini, tel que
U= Z )\z' * €4,

1€Jp

avec Vi€ Jg, \; € K,
et 3 J1 C I fini, tel que

VZZM'%

1€Jy

avecVie J,u € K.
On a alors

U+E V= Z Aioeio +E Z Hiy €4y

i€ Jo i11€J1

qui est une somme finie, combinaison linéaire de

(€i)iesuo-

On a donc U +g V qui est une combinaison linéaire de .S,

donc I'ensemble des combinaisons linéaires de S est stable par + et - (par un scalaire),
donc c’est un sous-espace vectoriel de E'; c’est le plus petit (car S est finie),

donc Vect(S) est 'ensemble des combinaisons linéaires de S.

5.2 Familles génératrices

Définition 3. Soit S une famille de E. On dit que S est génératrice dans E si et seulement si
Vect(S) = E.

Exemple 3. E = R? un R-espace vectoriel.
Siu € FE, alors 3 z1,22 € R tel que

u=(21,22) = 21 (1,0) +2 22 - (0,1),
donc v est une combinaison linéaire de S :

S = ((1’0)’ (07 1))7
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donc u € Vect(S), donc R? C Vect(S);
or, d’apres le Théoreme 1,
Vect(S) € R? = Vect(S) = R?,

donc S est génératrice dans R?. On dit aussi que S engendre R2.

Exemple 4. F =C3
Soit w € E. On a donc 3 y1,y2,ys € C tels que

u = (y1,Y2,93),

donc

uU=11 (17070)+y2(07170)+y3(07071)
Soit
S =((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)).

On a
u € Vect(S),

donc

C? = Vect((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) :
S est génératrice.

Exemple 5. E = C?, S = ((4,0), (,1), (0,7)).

S est-elle génératrice ?

Oui. Démonstration :

Soit w € C2, donc 3 z1, 22 € C tels que u = (x1,x2). Il faut trouver Ai, A2, A3 € C tels que

(ml,{L‘g) = )\1(’5, O) + )\Q(i,i) + )\3(0, ’L)
Soient x1 = A7 + Aoi, et Ty = Aot + Agi.

On prend Ao = 0 ainsi :

r1 = )\1 -1
To = )\3 w1’
donc .
N o= 2= —im
? )
)\3 = —’il’g
donc
(xl, 1’2) = —il’l(i, O) + O(i, Z) + (—ixg)(O, i),
et donc

(x1,22) € Vect(S) :

la famille ((4,0), (¢,7),(0,4)) est génératrice.
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5.3 Familles libres

Définition 4. Si S est une famille de E, on dit que S est libre si et seulement si les seules

combinaisons linéaires qui valent Oz sont celles pour lesquelles tous les scalaires sont nuls :
siS = (€)ier, VJ CI,J fini,
S est libre si et seulement si

ZAiGiZOE=>Vi€J,Ai=0.
eJ

Exemple 6 (Suite de I'Exemple 3). S = ((1,0), (0,1)) est une famille de R2.
S est-elle une famille libre ?
Oui. Démonstration :

VA1, A € R,)\l.(l,O) + )\2.(0, 1) = ()\1,)\2).

On a donc
(/\1,)\2) = (0,0) = )\1 = O,)\Q =0:

S est bien libre.

Exemple 7 (Suite de 'Exemple 4). S = ((1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)) est une famille de C3.
S st-elle libre ?
Oui. Démonstration :

V)\la )\27)‘3 € R> )\1(17070) + )\2(07 170) + A3(0707 1) = ()\la)‘27)\3)'

On a donc
()\1,)\2,)\3) = (0,0,0) = )\1 = 0,)\2 = 0,/\3 =0:

S est bien libre.

Exemple 8 (Suite de ’'Exemple 5). S = ((z,0), (z,2), (0,2)) est une famille de C.
S est-elle libre ?
On a

1.(4,0) + (—1).(z,2) + 1.(0,2) = (0,0) :

il existe une combinaison linéaire avec des scalaires non nuls (1, —1 et 1), qui donne (0,0) : la
famille n’est pas libre.

Définition 5. Une famille non libre est dite liée.

Remarque 1. Une famille S de E qui contient Og est liée, 1.0 = Og
1.0 est une combinaison linéaire non nulle qui vaut Og

Théoréme 2. Soit S une famille (e;)icr de E ; S est liée si et seulement si il existe un vecteur
de S qui s’écrit comme combinaison linéaire des autres vecteurs de S.

Démonstration. Sens “="
Si S est liée, il existe une combinaison linéaire de S

)\16i + )\262 + -+ )\nen = OE,
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et les \; ne sont pas tous nuls (3 i | A; = 0), soit A;, # 0.

Ainsi,
Nig€ip = —A1€i — A2ea — Aig€iy — Anén,
donc
o= MM
10 )\io 1 )\io 2 )\io n -
an+ 1 termes, donc e;, est une combinaison linéaire de (eg, eq, ..., ey,) privée de e;,.
Sens “<«=”

Si il existe ig tel que e;, soit une combinaison linéaire de

(ei)icseic = Y Niei,

ieJ

la famille (e;,, €;)ics est liée, car

€ip — Z Aie; = 0,

icJ

est une combinaison linéaire a coefficients non tous nuls qui vaut Og
Théoréme 3. Si S est une famille finie de E :
S = (61,62,. . .,en),
et si e1 est une combinaison linéaire de es, ..., e,, alors
Vect(S) = Vect(ea, . .., en).

Démonstration. ea,es, ..., e, € S = Vect(es,...,e,) C Vect(S)
Soit u € Vect(S). On a donc

I, EK,

tel que
U= Aep + Ageg + -+ -+ Apep,
or
e1 =agea+ -+ ape, | ag,...,a, € K,
donc
u= (Mg + A2)ea + (Aras + Ag)es + -+ + (M + A\p)en,
donc
u € Vect(ea,...,ep),
donc

Vect(S) C Vect(ea, ..., en),

d’ou ’égalité.
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Exemple 9. S = ((1,0,1),(—1,0,2),(0,0,6)) est une famille de R3. On a
(O>O> 6) = 2(17 07 1) + 2(_1707 2)7

donc
= Vect(S) = Vect((1,0,1), (—1,0,2)).

(1,0,1) et (—1,0,2) sont-ils libres ?
Oui. Démonstration :

On a
A1(1,0,1) + A2(—1,0,2) = (0,0,0),
donc
(A — A2,0, A1 +2X92) = (0,0,0),
donc

A=A =0= ((1707 1)7 (_170a 2))7

est libre : donc ils forment une base.

5.4 Bases

Définition 6. Une famille libre et génératrice de E est une base de E.
Remarque 2. Par convention, la base de {0} est I’ensemble vide, 0.

Théoréme 4. Si S est une base de E, tout vecteur de E s’écrit alors de maniére unique comme
combinaison linéaire de vecteurs de S.

Démonstration. Dans le cas ou S est finie, S = (e1,...,¢e,).
Comme Ve FE, dA\,....,\, € K,

V=XMei+ -+ \en.

Siday,...,a, € K tel que
V =aje; +ages + -+ - + apey,

alors
V-V=0pg=0A—a)er+ (A2 —a)ea + -+ (A — an)en,

or S est libre, donc

{)\1—@1:0

Ap—o,=0"
donc

a1 =\

042:)\2

ay = A\,



Chapitre 6

Cas particuliers : droites et plans
vectoriels d’un K-espace vectoriel

(E7+7'>

6.1 Droites

Définition 1. Une droite de E est un sous-espace vectoriel de F engendré par un vecteur non
nul de F.
Remarque 1. Siu € E tel queu # 0, alors

Vectu = Au | A € K.

Exemple 1. £ = R"
D est une droite si et seulement si il existe u € R",

u=(ay,as,...,a,) # (0,0,...,0),

tel que D = Vect(u).

Si
x=(x1,...,2,) ER" x € D& IN R,
tel que
I = )\a1
xI9 = )\CLQ
T= =
Tn = Mg

ce sont les équations paramétriques de D.

De méme dans C™.

38
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Remarque 2. Soient u,v € E. Si u = v = 0, alors Vect(u,v) = {0}.
Supposons qu’ils soient tous les deux non nuls.
Si (u,v) est liée, alors IA;, A2 € K, tels que A\; # 0 et A\g # 0, et

Ao+ v =0:
A
/\1u = —)\Qv = U= —i,
A1
car Ay #0 :
u et v sont colinéaires,
e. INE K, u=A\wv.
Exemple 2. E = R?
Soient U = (a,b) # (0,0), et V = (', V') # (0,0).
U et V sont colinéaires, donc
I X #£0 tel que U = AV, donc (a,b) = X.(d/,b), donc
a= \d
b=\
Sid) =0, alors b=0, et a = A.a’, donc A = 5.
S0 A= b £ = % oit b —ab=0)
b+t
b/
b
a a a+ad

6.2 Plans

L’aire du paraléllogramme est ab’ — a’b.
(a,b) et (a’,V') colinéaires si et seulement si laire du paraléllogramme est nulle (les 2 vecteurs
appartiennent & la méme droite).

Exemple 3. £ =C"
Soit u,v € C",u # 0g,v # 0 et (u,v) libre.
u=(ay,ag,...,ap), et v=(by,...,by).
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Soit x = (z1,...,x,) € C", avec x € Vect(u,v) & I\, peC
tel que
r1 = )\a1 + Mbl
To = Aag + pba
T =+ pv &
Ty = Aap + by
ce sont équations paramétriques d’un plan.

Remarque 3. Le seul plan de R? est R? lui-méme.

Démonstration. Sens direct Il existe deux vecteurs non colinéaires,

u = (a,b) € R?
v=(d,b)eR?”’

tels que P = Vect(u,v), donc P C R2.

Réciproquement Soit x € R?, 3 21, x5 tel que z = 21(1,0) + 22(0, 1).
Montrons que (1,0) € Vect(u, v).

De méme, (0,1) € Vect(u,v).

Cherchons A, p € R tels que

(1,0) = Xa,b) +/~L(a,7b/)
= (Aa+pa', A+ pb')

donc

1= Xa+ pd

0=Xo+ub ’
donc

b= —pub,
d’ou, si b # 0,

b/
A= —l—
iz b

donc

/

b
= (-pyatpd):

u et v sont non colénaires si et seulement si

(—ab’—l—a’b>
L=nl——)

ce qui est possible, car [ab’ — a’b # 0.

On a donc

b
b=+ ay

donc
(1,0) € Vect(u,v).

Méme raisonnement pour (0,1) :
(0,1) € Vect(u,v), donc ((0,1),(1,0)) € P, donc R? C P.
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Equations cartésiennes d’une droite de R". Sin =2, alors
D = Vect((a1,a2)) :

Ir1 = )\a1

reD&INER {x _
2 = 2

Sia; #0et ay=0,alors zo =0, et, Vo € R tel que o =0, z € D.

Sia; # 0 et ag # 0, alors
n_A

Z2 a27

donc
a1r1 — a1xry = 0

est I’équation cartésienne d’une droite dans R2.

Sin = 3, méme raisonnement :

Ir1 = )\(11
I = )\CLQ
xTro = )\(13
Supposons a3z # 0. On a donc
A= s .
az
aq
1= 3721:3 o= { as2r1 — a1x3 = 0
Ty = 72!%.3 azxrg — a3 = 0

est I’équation cartésienne d’une droite dans R3.

Dans R", les équations cartésiennes d’une droite sont de la forme

aiixr + -+ 4+ apr, = 0
ag1x1  + -+ agpry, = 0
an-1171 + -+ + ap—1pTp = 0

systeme de n — 1 équations linéaires.

Théoréme 1 (Equations cartésiennes d’un plan dans R3.). Soient a, b, c, € R, tels que (a,b, c) #
(0,0,0).
On a alors P = {(x1, 72, 23) € R3, axy + bro + cxs = 0} qui est un plan de R3.

Démonstration. Soit x € P. Supposons a # 0. On a alors

ar; = —bry — cxs,

donc
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donc

b c
r = —— X2 — —I3,T2,T2
a a
)

- (—2,1,(:) Y (—g,o, 1)
P = Vect ((—2,1,0) : (—g,o, 1)) .

(220)-C50)

b C

donc

Montrons que la famille

est libre.
On a

donc
/\1:A2: )

donc P est un plan, dont une base est
<<_bv 17 0) ) <_an7 1)) .
a a

Remarque 4. Dans R3, 'équation d’une droite D est de la forme :
Ja,b,c,d b, €R tels que

axri1+ brs +cxr3 =0

JZ‘ED@{ a,$1+b/3§‘2+cll'3:o

P]- = {(561711727333) S ]R3 | axq + bCCQ +CIIT3 = 0}

et
Py = {(th?axS) S Rs | (1/1'1 + b/JZQ =+ 0/1:3 = O}

sont des plans,
et D = P; N P une droite.



Chapitre 7

L’ensemble R|[X| des polyndémes a

une indéterminée a coeflicients dans
R

Définition 1. On appelle polynémes a une indéterminée et a coefficients dans R, toute somme
finie P de la forme :

P=a, X"+ ap 1 X" 1+ +a X+ + a1 X + ao,

avec
n+1
n €N, et (an,an—1,...,a1,a9) € R"".

Seul un nombre fini de coefficients est non nul.

On écrit aussi
k
P= Z apX*,
k>0

qui est une somme finie, car un nombre fini de a; est non nul.
Axiome 1. X =1

Exemple 1. >, -, apX*
apg=1, a1 =0, apo =4, a3z =4, ag =42, a5 =98, ag =56, ap =0V k> 7
P=56X%+4X34+ X

Définition 2 (Degré). Si P € R[X], avec

P=3 qX",

k>0

on appelle degré de P, deg (P), le plus grand entier k tel que a; # 0, et aqeq (p) est le coefficient
dominant de P.

Définition 3. Si ce coefficient est égal a 1, on dit que P est “unitaire”.
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Définition 4. On note 0 le polynéme nul, celui dont tous les coefficients sont nuls.
Axiome 2. deg(0) = —ooc.
Définition 5 (loi +). Si (P, Q) € R[X]?, avec
P=> qX"et Q=> k> 0bX"
k>0

alors

P+Q=> (ap+bp)X".
k>0

Exemple 2. P =56X%4+4X3 + X

Q=4X"+X3-X?+X

on a deg(P)=06et deg(Q) =7
P+Q=0+4)X"+(56+0)X®+0X5+0X*+ (4+1)X3+(1+0)X + (0+1)

Définition 6 (loi externe -). Si (A, P) € R x R[X], avec

P=> ayX",

k>0

alors

AP =Y (Aap)X".
k>0

Théoreme 1. (R[X],+,:) est un R espace vectoriel

Démonstration. 1. (R[X],+) est un groupe commutatif

(a) Laloi “4” est interne : Si

P=) aX"et Q=) bXF

k>0 k>0
alors

degP =n N ar = O0Vk >n
degQ =m b, = O0Vk > m

} = ay, + by, + 0 > max(n,m), vk,

donc P + @ est un polynéme, car seul un nombre fini de ses coefficients€ R est non
nul, et on a montré que

deg (P + @) < max(deg P, deg Q).

(b) “4” est commutative :

P+Q=) (ax+b)X" = (bp+ax)X* =Q+P.

k>0 k>0
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(¢) “4” est associative : on vérifie que
(P.Q) €RIX, P+ (Q+R)=(P+Q)+R,

ce qui est vrai, car “4” est associative dans R.
(d) I’élément neutre 0
P+0=30(ar +0)XF =3, (XF=P=0+P
(e) Tout P € R[X] possede un opposé
Soit P € R[X], cherchons @ € R[X]
telque P+ Q =0
P =Y 1s0m Xk Q=350 bk X"
P+Q:Zkzo(ak+bk)X’“:0<:>ak+bk:0
= by, =—apet Q= Zkzo —ap Xk = (—=1).P
= (R[X],+) est un groupe commutatif
2. VA e R, VP, Q € R[X], avec

P=) aX"etQ =" b, X",
k>0 k>0
)\.(P + Q) = Ekzo )\(ak + bk)Xk = Zkzo(kak + /\bk)Xk =\.P+ )\.Q
3. VA, ueR VP e RIX]
A(uP) =AY >0 papX* = 2 k>0 A (pap) X" = Zkzo()\‘ﬂ)aka = (A.p).P
4. YN P =Y oA+ parX® =3 o(Aag + pag) X* = AP + puP
5. 1.P=P

O]

Théoréme 2. L’ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n, R,[X], est un sous-
espace vectoriel de R[X].

Démonstration. Si P,Q € R,[X] = P+ Q € R[X] et deg (P + Q) < max(n,n) <n
= P+Q € R,[X]
YAER,AP € Ry[X]: SiA#0 deg(\.P) = deg (P) O

Théoréme 3. L’ensemble des polynomes de degré n, (R, [X]\R,—1[X]), n’est pas un sous-espace
vectoriel de R[X].

Démonstration. 0 € R,,_1[X], donc 0 € (R, [X] \ Rp—1[X]), donc (R,[X] \ R,—1[X]) n’est pas
un espace vectoriel. ]

Remargue 1. Dans R,[X] la famille (1, X, X2,..., X™) est libre :

Soit Ag, A1y A €ER - Aol + XX +XX2+ ...+ X, X" =0 (0 est ici le polynome nul)

= X=AM=X=--=),=0

Définition 7 (Autre loi interne : la multiplication . ). Soit P € R[X] P = >, apX*
QEeR[X],Q =235 b X*

P.Q =340 CuX*, avec Cp = S0 g aibp—s = 32, 41 aiibs,
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Exemple 3. P=5X*+ X3 - X2 4+2X +1 Q=X34+2X2-X+5
P.Q =30 CpXF

CO = Zj1+j2:0 ajlij = aobo =1.5

C = J1ja=1 ajlij =aiby + apby = 2.5 + 1.(—1) =9

O = Zj1+j2:2 aj bj, = agbg + a1by + agby = (-1).5+2.(-1)+1.2= -5
C3 =35 =3 jrbjs = azbo + azb1 + a1bs + apbs

Pour C'5 et ceux qui suivent, certains coefficients sont nuls :

Cs = Ej1+j2:5 aj,bj, = asby + asbs + azbs

Cs = asba + asbs

C7 = asbs

Théoréme 4. deg(P.Q) = deg(P) + deg(Q)

Démonstration. Supposons deg(P) = n,deg(P) =m

si ko >n+m,Cy, =0;Ck, = Z?:o a;bi—;

orsij>m=a;=0= Cj =37 (ajbg;

orsia<j<n=k —n>m=0by_;j=0si0<j<ncarkyg—j>m
Crim = Z;'L:o Ajbntm—j = Apbm or an # 0 et by, # 0 = Crym # 0 = anbm,

Théoréme 5. Corollaire Si P # 0 (0 = polynéme nul) et Q # 0
alors P.QQ # 0 ce qui équivaut a :
PQ=0=P=00u@=0

deg(P) = n,n € N,son coefficient dominant a,, # 0
deg(Q) = m,m € N, son coefficient dominant b,, # 0
deg(P.Q) = n+ m, et apby, son coefficient dominant est non nul, ce qui implique P.Q) # 0

Démonstration. P #0et Q # 0 = {

Théoreme 6. - est distributive par rapport a + :

V P,Q,R e R[X|P.(Q+ R)=PQ+ PR

- est commutative :

Seuls les polynomes constants non nuls possédent un inverse

Théoréme 7. Corollaire : régle de simplification ¥(P,Q, R) € R[X]? x R[X]*,

P-R=Q-R=P=Q.

Démonstration. Si PR=Q.R< PR—Q.R=0< (P—-Q).R=0
D’apres le corollaire 1 :

= PQ=00ouR=0.

Or R # 0 donc P = Q.

Théoréme 8 (Division euclidienne). Soit A =R[X] et B € R[X]|,B#0
alors si A # 0, il existe un unique couple (Q, R),Q € R[X], R € R[X] tel que :
A= B.Q+ R et deg(R) < deg(B)

Démonstration. Unicité
Soit A et B € R[X], non nuls, supposons qu’il existe @, Q' et R, R’ € R[X] tel que :



22 mai 2007 Cours d’Algébre Math103 47

A=B.Q+ R+ B.Q + R avec deg R < deg B, deg R’ < deg B’
©BQ-BQ =R -RoB(Q-Q)=R +R

or deg(B.(Q — Q")) = deg B + deg(Q — Q')

SiQ # Q' = deg(B.(Q — Q")) = deg(B)

or deg(R — R') < max(deg(B),deg(B’)) < deg B

impossible
=Q=Q=BQ-Q)=B0=0=R-R =0=R=R

Existence

A#0

B=b,XP +by 1 Xp—1++b X"+ + by deg(B) = p, b, £ 0
Soit A € R[X],deg(A) < deg(B)

alors Q =0et R=A:ona A= B.Q+ R et deg(R) < deg(B)

Raisonnement par récurrence sur le degré de A Soit n € N,n > p

Supposons que pour tout polynéme A de R[X]

tel que deg(A) < n, le théoréme est vrai.

Montrons qu’il est vrai, V A € R[X],deg(4) =n+1

Soit A=ap X" +a, X"+ - +apXF+---+apan+1#0

Soit @1 = ‘12‘,—:1)(”“*1”

A—-B.Q1=apn1 X" +a, X+ +a, - GEXTH 0, XP + by XPT 4 4 D)

= (an+1 - a’gzlbp> X+l (an - a"?bpp_1> X"+ +ag

= A= BQ = (an— %y 1) X"+ -

= deg(A—B.Q) <n

et donc d’apres 'hypothese de récurrence, il existe un unique couple (@', R') deg(R') < B tel
que A— BQ; =BQ + R

= A=BQ@Q:+BQ + R

A=B(Q1+Q)+ R

= L’hypothese est vraie V A € R[X]deg(A) =n+1

= L’hypothese est vraie V A € R[X], A # 0,V deg(A) O

Exemple 4. A = X% +2X* - X3 4+3X2 1.

B:X?+X24+1:X%24+X —2donconprend Q; = X% et Q= X et Q3 = —2.
~Q1B=—(X°+X*-0X3+ X2 +0X +0).

A—Q1B=X*—X342X2 1.

On prend A1 = A— Q1 B.

—@Q2B = —(X*"+ X3+ 0X? + X).

Al — QB =-2X342X?-X —1.

—Q3B = —(—2X3 - 2X? - 2).

Al — Q2B — Q3B = 4X? — X + 1 est de degré égal & 2 < deg(B) = c’est le reste!
DOHCZA—QlB—QQB—QgB:R:4X2—X+1.

soit A=B(Q1+Q2+Q3)+ R etona@Q@=X>+X-2=Q1+Q2+Q3zet R=4X%2—- X +1.

Définition 8. B € R[X]|, A € R[X], on dit que B divise A si et seulement si le reste de la
division de A par B est nul :
3 Q € R[X] tel que A = B.Q
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Définition 9. Soit P € R[X],P = > }_,arX*

On appelle application polynomiale P, I’application

de R —- R

Ty o apr® = P(x) € R On appelle racine de P tout nombre réel a, tel que P(a) = 0.

Théoréme 9. Soit P € R[X]
(X —a) divise P < P(a) =0 € R i.e. a est une racine de P.

Démonstration. Supposons X — a divise P

alors P(a) = (a —a).Q(a) =0€R

Réciproquement : Supposons P(a)

Faisons la division euclidienne de P par X — a

alors 3Q € R[X], R € R[X], unique tel que P = (X —a)Q + R deg R < deg(X — a)
Soit deg(R) < 0 = R est un polynéme constant.

Pla)=0=(a—a)Q(a)+ R(a) = R=0



Chapitre 8

Espaces vectoriels de dimension finie

Définition 1. K un corps commutatif (R,C, Q)
E un K-espace vectoriel est dit de dimension finie si il existe dans E, une famille génératrice,
et finie (uy,...,u,) et Vect(uy,ug,...,uy) = F

Convention :
Si E = {0}, on dit E est de dimension finie = 0 et sa base est ().

Théoréme 1. De toute famille génératrice finie de E, on peut extraire une base, et donc tout
K -espace vectoriel de dimension finie admet une base de cardinal fini.

Démonstration. Soit S une famille géératrice de E, finie i.e. Vect(S) = E avec E # {0}
alors 3 u # 0,u € S, et (u) est libre.

Soit £ Iensemble de toutes les parties de S (i.e.les sous-familles de S qui sont libres.
On a £ # () £ contient la famille (u)

S est finie = I’ensemble de ses parties est fini

si Card(S) = n alors Card(Parties de §) = 2"

donc L est finie; donc il existe une famille dans £ quit soit de cardinal maximal, on la note B.
Montrons que S C Vect(B)

Si cela n’est pas le cas alors 3 v € S et v ¢ Vect(B)

= la famille B U {v} est libre :

Ecrivons B = (by,...,by)

v+ B1by + -4 Brbry =0

AL B, Br EKSi)\yéOalorsv:—%bl—...—%’“bk

= v est une combinaison linéaire de by, ...,b, < v € Vect(B)

ce qui est contraire a ’hyp.

= La famille (v, b1,...,0bg) est libre

or {v} UB C S et est libre.

= {v}uUuBeL

or Card({v} U B) = Card(B) + 1

contradition car B € L et est de cardinal maximal = S C Vect(B)

Or V w € E,w s’écrit comme combinaison linéaire de vecteurs de S car S est génératrice
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or S C Vect(B) donc Vect(S) C Vect(B)

= w € Vect(B) = E C Vect(B)

or Vect(B) C E donc E = Vect(B)

Donc B est une base de E. O

Remarque 1. Si F est une famille libre de vecteurs de F, alors toute famille obtenue en retirant
des vecteurs a F reste libre.

Remarque 2. Si F est une famille liée de vecteurs de E, alors toute famille obtenue en ajoutant
des vecteurs a F est liée.

Lemme 1 (de I’échange). Soit E un K -espace vectoriel
Soitn € N* uj,ug,...,up € K

Sivi, ..., Up41 € Vect(ug, ug, ..., up)

alors (v1,va,...,vn41) est liée.

Démonstration. Par récurrence sur n.

Pour n =1, on aura uy € E,v4,v9 € Vect(uy).

Si v; = 0 alors (v1,v2) liée.

Sivy #0alorsu; #0A3IN € K, A9 € K.

v = >\1U1.

Vo = )\Qul.

A1 # 0 donc vg = %vl donc (v, v9) liée.

Soit n € N*, supposons que le lemme soit vrai, montrons qu’il est vrai pour n + 1.

Soit v1, -+ , vy, une famille de F et vy, - ,vp49 € Vect(uy, ug, -+, Upi1).
Si vpy2 = 0 alors (vy,vg, -+ ,vp42) est lide.
Sivp42 # 0, on va montrer que I'on peut échanger 'un des vecteurs u; par vy,4o dans (ug, -+ ,uy),

sans changer le ss espace engendré :

Soit V' = Vect(ug, -+, Upi1)-

Upg2 €V = 3A1,- -, A1 € K non tous nuls, tels que :

Unt2 = Au1 + Aoua + -+ + Ay 1Un41-

Supposons que A\,4+1 # 0. (Sinon changer la numérotation des u;).

Alors upy1 = o Untl T X, Un
Donc uy41 € Vect(ug, -+ ,Up, Upt2) = V C Vect(ug, -+, Up, Upy2) €t comme uj, ug, - , Uy, €t

Un42 € V.

On a Vect(u1, Up, unt+1) = Vect(uy, up, vpt2) = V.

Or,Vi=1--n+1, vy € V donc v; € Vect(ug, - ,v, +2) donc Vi = 1,--- ,n+1, 36; €

K, X, Ani € K telque vy = Bivppo+A1 ju1+- - -+ Ay iUy, donc v;—Bivp40 € Vect(ug, -+ ,up) Vi =
L-n+1.

Ainsi, les n + 1 vecteurs v; — B;v,42 sont dans Vect(uy,--- ,u,) donc, d’apres ’hypothese de
récurrence, la famille (v1 — B1Un12, s Unt1 — Bntr1VUnt2) est lide, alors

Jag, -+ ,ant1 € K, non tous nuls tels que :

a1(vy — Brvpg2 + - + ant1(Vng1 — But1Vns+2) = 0 donce (vi,va, -+, vp12) liée. O

Théoréme 2 (de la dimension). Dans un K -espace vectoriel de dimension finie, toutes les bases
ont le méme nombre d’éléments.

Définition 2. Si F est un K-espace vectoriel de dimension finie, on appelle dimension de F,
notée dimg F ou dim E le nombre de vecteurs des bases de E.
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Démonstration du théoreme 2. E un K-espace vectoriel

U = (uj,ug,...,u,) une base de E (génératrice et libre)

V = (v1,v9,...,v,) une autre base de E

Montrons que k = n

v1,...,0 € E et E = Vect(U) et d’apres lemme de ’échange
Sik>n+1= lafamille V est liée

Or V est libre implique &k < n

De méme, uq,...,u, € E et E = Vect(V)

cat V est une base de F

donc uy, ..., u, € Vect(vy,...,vy,)

et d’apres le méme lemme, sin > k+1

la famille U est liée 7 Or elle est libre, donc n < k
Ansi:k<netn<k=n=k ]

Exemple 1. R? : R-espace vectoriel une base est ((1,0), (0,1))
= dimR? = 2
dans R?, la famille ((1,1),(1,2),(2,1)) est lide

Exemple 2. R" : R-espace vectoriel
e;=(0,...,0,1,0,...,0) € R"

La famille (e1,eq,...,e,) est génératrice

VueR" 3 ag,ag,...,a, € R tel que u= (ay,as,...,a,) =are; + agea + -+ + anen
la famille est libre : si aje; + agea + -+ ane, = (0,...,0) = a1 =ay=---=a, =0
= (e1,€2,...,€y,) est une base de R” = dimR" =n

Exemple 3. C comme R-espace vectoriel : S = (1,4) est une base de C.
En effet S est génératrice : V z € C,3 a,b € R tel que z = a + ib
Sestlibre:a+ib=0<a=0=0 (def de C)

Donc dimg C = 2

C vu comme un C-espace vectoriel

dimc C =1 en effet (1) est une base de C

Exemple 4. L’ensemble des polynomes : R[X] n’est pas un espace vectoriel de dimension finie
(il n’existe pas de famille génératrice finie)

Exemple 5. Par contre R,,[X] 'ensemble des polynomes de degré < n est de dimension finie :
une base :
(1,X,X2%2,...,X") dimR,[X] =n+1

Théoréme 3 (généralisation du théoreme 1). Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie,
soit L une famille libre de E et S une famille génératrice de E tel que L C S
Alors il existe une base B de E telle que L C B C S

Démonstration. La méme que pour le théoreme 1 avec £ = ’ensemble des parties libres de S
qui contiennent L [

Remarque 3. Ansisi L C E et L libre, il existe une base de F qui contient L.
Si S C E et S génératrice, alors il existe une base B de FE, incluse dans S.



52

Proposition 1. Soit E, un K-espace vectoriel, dim E =n

1. Toute famille libre de E a au plus n éléments

2. Toute famille libre a n éléments est une base

3. Toute famille génératrice a au moins n éléments

4. Toute famille génératrice a n éléments est une base
Corollaire 1. Soit S = (uy,...,u,) une famille de E et dim E =n
alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. S est une base

2. S est génératrice

3. S est libre

Exemple 6. E=R? = dimF =3

S1=1((1,1,1),(2,1,0)) n’est pas génératrice car 2 < dim F
S1=1((1,1,1),(2,1,0),(0,1,0),(0,1,1)) est liée cat 4 > dim E
S3 = ((1,1,1),(2,1,0),(0,1,0)) est libre donc c’est une base de R3

Démonstration. (de la proposition 1)

1. Soit L une famille libre de E, a k vecteurs, d’apres le théoreme 3 il existe B une base de
Etelque LCB=k<n

2. Si k=n= L = B alors L est une base
3. Si S est génératrice, il existe B, base de F telle que B C S = n < £ et contient ¢ vecteurs
4. Sil =n alors B = S donc S est une base

O

Théoréme 4 (de la base incomplete). Soit E un K-espace vectoriel, dim E = n
Pour toute famille libre L de E, pour toute famille génératrice S de E il existe une famille S’
telle que ' C S et "N L =0 telle que LU S’ soit une base de E

Signification : de toute famille libre de E, on peut construire une base en y ajoutant des vecteurs
d’une famille génératrice

Exemple 7. E = R?
ar = (1,-1,2,2) as = (2,-1,2,4)

A:(al,ag)
A est libre :
o1+ 209 =0
—a; —ag =10 a1+ 200 =0
a1a1+a2a2:(0,0,0,0)<:> 2&11+ 1(122:0 {_1041_032:0 S a;p=ag =0
200 +4as =0

e1 = (1,0,0,0),e2 = (0,1,0,0),e3 = (0,0,1,0),e4 = (0,0,0,1) est une base dans R*

Il suffit de prendre 2 vecteurs (e1, ez, €3, e4) tel que (a1, az, €;,€;) soit libre : ainsi (a1, az, e;, €;)
sera une base de R*

par exemple a1, ag, e3,€4) est libre donc c’est une base
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Théoreme 5. Soit E un K-espace vectoriel, dim E = n et F' un sous-espace vectoriel de E
alors F' est de dimension finie, dmF =k et k < n. FEt si k =n, alors F = FE

Démonstration. Soit L une famille libre dans F' donc L est libre dans F = elle contient au plus
n vecteurs d’apres le théoreme 3, il existe une base B de F, telle que L C B, et comme B est
libre, B contient k éléments et k < n

Si k < k alors F' # E (B ne peut pas étre générateur dans F)

Si k =n alors F' = E car B est libre et contient n vecteurs, donc c’est aussi une base de E
donc F=F O

Exemple 8. FE = R?
up = (1,1,1),ug = (1,2,0) F = Vect(uy, us)
vy = (0,1, —-1),v2 = (1,0,2) G = Vect(v1, v2)

Calculer dim F', dim G

Montrer que F' = G.

NB:1<dimF <2,1<dimG <2, (u1,ug #0)

u1 et ug non colinéaires donc dim F' = 2, de méme v1, v2 non colinéaires

donc dim G = 2

U =v1+v9=>u €G

uy =20 +v9a=>u; €G

= F est un sous-espace vectoriel de G, or dim F' = dim GG donc d’apres le théoreme 5, F = G

Définition 3 (supplémentaires). Soit F un F-espace vectoriel, F' et G des sous-espace vectoriel
de E. F et G sont dits supplémentaires si et seulement si E = F + G et F NG = {0}
onnote E =F &G

Signification : Si F = F @ G, alors V v € F, il existe un unique v € F', un unique v € G tels que
v=u+w

Démonstration. unicité de la décomposition

Supposons v =u+w,u € F,wed

etv=v+v,ueF, v eqd

alors u +w = +w' soit u — v = w —w'

oru—u €Fetw—w e€qG

doncu—v eG=u—v eFNG=u—u =0

donc u = v’ et donc w' = w O

Théoreme 6. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n. Tout sous-espace vectoriel de F,
F, admet au moins un supplémentaire G et dim F +dim G = n

Démonstration. SidimE =0« E = {0} OK

Si dim E =1 alors 3 v # 0, E = Vect(v), les seuls sous-espace vectoriel de F sont E ou {0} OK
Supposons dim F' > 2 Soit F' un sous-espace vectoriel de F, dim F' = k avec k < n, et (f1,..., fx)
une base de F', donc est une famille libre de E, alors d’apres le théoreme de la base incomplete
il existe eg41,..., e, des vecteurs d’'une base de E, tels que B = (f1,..., fi,€kt1,---+€n)
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soit une base de F :

On pose G = Vect(egt1,...,€n)

alors F& G =F

car : comme B est une base de E, Vv e E,3 a1 f1,...,05fr +oxr1€kr1 + -+ apen

F
:>ECF+GetcommeF+GCE,onaE:F—FEG =
Montrons que F'N G = {0}

Soitve FNG = v € F donc
Jag,...,ap e Ktelsquev=a1f1 +-- + apfx

vE€G =3 Pry1,.-.,0n € K,v = Pry1€ps1 + - -+ Ppen done ag fi + -+ + o fr — Brr1€kt1 —

= Buen =0
or (fi,.-+y fky€kt1,---,6n) est libre = a1 = g1 == =0

= v = 0 donc F NG C {0}, comme F NG est un sous-espace vectoriel on a toujours {0} C
FNG=FnG={0} O

Proposition 2. Soit F' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E
(E=FaQG)

& (FNG={0} et dimF +dimG = dim E)
< (F+G=F et dimF +dimG = dim E)

Démonstration. Supposons dim E > 2, dimE =n

F, G, deux sous-espace vectoriel de E, dim F' = p, dim G = ¢

(f1,..., fn) une base de E

(91,---,9n) une base de G

Supposons : E=F &G

Montrons que F'N G = {0}, il reste & montrer que p+ ¢ =mn

E=F+G=(fi, .-, fps91;--.,9q) est génératrice dans E. Montrons qu’elle est libre (R*) :
arfi+- o+ opfp+ 6191+ + 894 =0
=oaifi+-Fapfp=—Lgr— = Beg9g = arfi+ - +opfp € G=EF

=cFNGo FNG={0}=>a1fi+ - +apf, =0

or (fi,..., fn) estlibre >0y =---=0a, =0

= f1g1 + -+ + B494 = 0 et comme (g1,...,9q) libre = 1 =---=5,+0

= (f1,.-.,91,--.,9q) est libre et génératrice = c’est une base de F'+ G donc de £ = dim E =
p+q=dmF +dimG

Réciproquement : Si NG = {} et imE =p+¢q

= (fi,-- s fp,91,---,9¢) a D+ q éléments : elle est libre car F'N G = {0} (méme raisonnement
que (R*)) et dimE =p+gq

= (fi,.--, fps91,...,9¢) est une base de E = E=F + G

Démonstration b : méme raisonnement O

Proposition 3. Si ' et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors
dim(F + G) =dimG + dim F' — dim(F N G)

Exemple 9. E =R? F = Vect ((0,1))
Trouver tous les supplémentaires de F' dans R? base de R? : ((1,0), (0, 1))
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Trouver G supplémentaire équivaut & trouver G tel que F 4+ G = R? et dimG =1
Soit (a,b) € R?, (a,b) # (0,0

= dim Vect ((a,b)) =1

Si ((0,1), (a,b)) est libre = est génératrice dans R? = R? = F + G

i.e. (a,b) tel que a # 0 alors ((0,1), (a,b)) est libre

s F+£G

Ey Ey E' =FE| @ E

Exemple 10. F = R4[X] = l'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 4, espace
vectoriel de dim(E) = S, F = Vect(X? + 1, X3 + X).

Chercher un supplémentaire de F' dans E : Il suffit de trouver vy, vs,v3 € Ry[X] t.q. la
famille (X2 + 1, X® + X, vy, v9,v3) soit libre. A faire en exo.

Définition 4 (Projection). Soit E un K-espace vectoriel et E7, Fo deux sous-espaces vectoriels
supplémentaires : £ = Ey P Es.
Alors, V ¢ € FE, il existe un unique 1 € E; et un unique zo € FEs tels que x = x1 + x2. La
projection p sur FEp, parrallélement a Fs est I'application qui a x associe z1 : p(x) = x si
r=2x1+ 22, x1 € B, x9 € Es.

Proposition 4. p est linéaire, pop = p, ker(p) = E2, Im(p) = E.

Démonstration. © = x1 + x9 avec x1 € E1, x9 € Fo.

Yy =uy1+y2 avec y1 € E, y2 € Es.

T+y=x1+y +x2+ 1y avec 1 +y1 € E1 et xo0 + yo € Fy. La décomposition est unique, donc
p(x+y) =21 +y1 = p(x) +p(y).

VA € K, p(Az) = Az1 = A\p(x) = p linéaire.

Ve € B, x =x1 + x2.

pop(z) =p(z1) =21 =p(x) = pop=p.

Im(p) = {p(z), = € E}.

Montrons que Im(p) = F4, on sait que Im(p) C Ey,

Montrer que E; C Im(p) : soit z € Fy = p(z) = 2z a un antécédent donc z € Im(p) = E; C
Im(p) = Im(p) = E;.

ker(p) = Eo. Montrons que ker(p) C Ez : si z € E et p(x) =0 alors x = x1 + x2 et p(x) =z =
0= x=2x9, 9 € Fy = x € F».

Montrons Es C ker(p).

Soit x € By = x =0+ x2 = p(x) = 0=z = ker(p). O



Chapitre 9

Applications linéaires en dimension
finie

E, un K-espace vectoriel, dim E = n, base de E : (e, ea,...,€ep)
Soit ' un K-espace vectoriel

Proposition 1. Soit f un application linéaire de E dans F.
Alors (f(e1), f(e2),..., f(en)) est génératrice de Imf

Démonstration. Imf = {f(u),u € E} velmf < Jue E,v= f(u)

or (e1,...,ey) est une base de F, u € F < il existe une unique suite (z1,...,x,) € K™ avec :
u=x1€1 + -+ Tpey

f(u) = f(zie1 + -+ anen) = 21f(e1) + -+ + 20 f(en)

= v € Vect(f(e1),..., f(en))

= Imf C Vect(f(e1),..., f(en))

Réciproquement : f(e1) € Imf,..., f(e,) € Imf = comme Imf est un sous-espace vectoriel de
F, on a Vect(f(e1),..., f(en)) C Imf
= Imf = Vect(f(e1),..., f(en)) O
Définition 1 (rang). 1. On appelle rang de la famille (a1, ...,a,) de vecteurs de E, est la
dimension de Vect(ay,...,an)
2. Soit f : E — F, on appelle rang de f, noté rg(f), la dimension de Vect(f(e1),..., f(en)) =
Imf

Proposition 2. 1. f est injective < (f(e1),..., f(en)) est libre (i.e. rg(f) =n)
2. f est surjective < (f(e1),..., f(en)) engendre F
3. f est bijective < (f(e1),..., f(en)) est une base de F

Démonstration. partie 1

f injective < ker f = {0}

Supposons ker f = {0}

Soit av,...,an € K agf(er) + asf(e2) + -+ anflen) +0

56
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flaner + agea + -+ -+ ane,) =0

= aje; + agey + -+ - + apey, € ker f comme ker f = {0}
=a;=ay="-=a,=0=(f(e1), f(en)) libre.

Réciproquement : Si ker f # {0} i.e. Soit i # 0,u € ker f alors 3 S1e1 + -+ - + Buen
ainsi f(u) = f(Bre1 + -+ Bnen = B1f(er) + -+ + Buf(en) = 0 car u € ker f

les 3; sont non tous nuls = (f(e1),..., f(e,)) liée

partie 2
f est surjective < Imf = F
donc Vect(f(e1),..., f(en)) engendre F

partie 3
f est bijective < f injective et surjective < (f(e1),..., f(en)) est libre et génératrice dans F
i.e. est une base de F

O]

Question : Si dim F # dim F, existe-t-il f une application linéaire bijective de F¥ dans F'?

Impossible : d’apres la propriété 2 : Si f bujective linéaire de £ — F' = dim F = dim F’
f+ F — F est surjective = dim F' < dim F

[+ E — F est injective = dim F' > dim F

(analogue aux applications d’ensmbles finis)

Exemple 1. f :R3 - R%2, ac E
flzyy,2) =2 +y— 2,y — 2z,a2)
Trouver selon «, Imf, rg(f)
(e1,e2,e3) la base canonique de R? :

e1 = (1,0,0)
€9 = (0,1,0)
€3 = (07071)

f(el) = (27070)7 f(€2) = (17 170)7 f(€3) = (_17 —17&)
Imf = Vect ((2,0,0),(1,1,0), (=1, -1, a))
Vo € R(2,0,0) et (1,1,0) n’étant pas colinéaires dimImf > 2

Pour quelles valeurs de « la famille (f(e1), f(e2), f(e3)) est une base de Im f
or Imf c R?,dimR3 =3

= Imf = R3 = f est surjective = bijective = ker f = {0}

Si a =0 : En resolvant le systéeme : 8o = (03; 81 =0

Ba(f(e2) + fles)) = 0 soit f(B2(e2 +e3)) = 0= Oa(e2 + e3) € ker f
Sia=0rg(f) =2 et déterminons ker f

a € ker f & f(u) =0, soit u = xie; + xgey + x3e3 doit vérifier :

z1f(21) + z2f(e2) + x3f(e2) =0

< x9 =x3 et 1 =0 i.e. ker f = Vect(eg + €3)

Remarque 1. a =0 dimImf = 2 dimker =1 2 + 1 = dimR3
a#0dimImf =3 dimker=03+0=3
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Théoreme 1. Soit E un K-espace vectoriel, dim E = n, F un K -espace vectoriel
Soit f un application linéaire de E — F
On a toujours :

dimImf 4+ dimker f = n

Démonstration. dimE =n

ker f est un sous-espace vectoriel de E = est de dimension finie donc soit (ay,...,a,) une base

de ker f avec p < n

Soit epy1,...,e, des vecteurs d'une base de E tels que (aq,...,ay, Aptis---yEn )
N——

ker f supplémentaire du noyau
soit une base de E. Imf = Vect(f(a1),..., f(a1), f(ept+1),---, f(en))
fla1) =0,...,f(ap) =0
= Imf = Vect(f(ept1),-- -, f(en))
Montrons que (f(ept1),---, f(en)) est libre
Soit Bpt1,-..,0n € K tels que
Briiflepi) + -+ Buflen) =0
< f(ﬁerleerl + -+ ﬁnen) =0
= Bpt+1€pr1+ - -+ PBnen € ker f = il s’écrit comme combinaison linéaire de la base (a1, ..., ap)
donc J ay,...,q, € K tel que
Bp+1€pt1 + -+ Bnen = a1 + - - + apay

& ara1 + agag + -+ apap — Bpp1€pr1 — - — Bpey =0

or (ai,...,ap,€pt1,...,ey) est libre donc

ap = =0qp=Qpy1 == [y = 0= la famille (f(ept+1),..., f(en)) est libre

donc dimImf =n — p, dimker f =p

et dimE =n O

Définition 2 (coordonnées d’un vecteur dans une base). Soit E un K-espace vectoriel de
dimension n.

Si (e1,...,€,) une base de F

alors V v € F,3 unique n-uplet (z1,...,x,) € K™ tel que v = x1e1 + x2e2 + - - - + Tpen
On appelle (x1,...,x,) les coordonnées de v dans la base (eq,...,¢ey)

Remarque 2. Dans une autre base (e1,...,e,) de E, v aura des coordonnées différentes.

Exemple 2. E =R3 e; = (1,0,1),e3 = (0,1,0),e3 = (0,0, 1)

v=1(2,1,3) v =2e; + lea + 3es = (2,1, 3) sont les coordonnées de v dans (ey, ez, €3)

el = (2,0,0),e5 = (0,1,0),e5 = (0,0,3) est une base et v = €] + €5 + €5 : (1,1,1) sont les
coordonnées de v dans la base (€], €}, e4)
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Définition 3 (Matrices). On appelle matrice de type (p,n) ou (p,n) ou (p,n)-matrice, tout
tableau rectangulaire d’éléments de K.
On repere un élément de ce tableau par son numéro de ligne et son numéro de colonne M = [a; ;].

a1l ai2 aip
a2,1

ap,1 Ap2 GQpn

L’ensemble des (p,n) matrices a éléments dans K est noté M, ,(K).
On définit les opérations suivantes :

+:M:[aij]1§i§p N:[bij]lgigp M+N:[aij+bij]1§i§p
1<j<n I1<j<n 1<j<n
Exemple 3. [? 3 g} [? g ;l} MISSING

Autre loi : la multiplication par un scalaire :
Soit A € K, M € M, ,(K)

M = alors A.M = [Aayj] Alors (M (K),+,-) est un K-espace

[aij] 1<i<p

1<2<p
1<j<n 1<j<n
vectoriel.
ail 1 00 0 00 000
M =1 Q;j =a11 | 0 0 O | +an 1 00 + -t apy 0 0 0
Qpn 0 0O 000 0 01
Soit Ej; = [e;] avec

eij = 0si (4, ) # (k,1)

eij = 1si (4,5) = (k,1)

ansi (E(k,l))lgjgp est génératrice dans M, ,(K) et aussi libre = c’est une base
1<Ii<n

= dim M, ,(K) =p.n

MISSING

Proposition 3. Soit f: E — F
E=(e1,...,e,) une base de E

& =(e1,...,ep) une base de F
a1y
a2j
On définit la matrice de f dans les bases (€,E') est M = [a;] 1<i<p ou | . | sont les
1<j<n apj
coordonnées de f(e;) dans &'
71
Z2
Alors st X = (x1,...,xy) sont les coordonnées de v dans € alors M | . | sont les coordonnées

In
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de f(v) dans &'

Exemple 4. f:R3 - R?

f(:n,y,z) = (23:—|—y—z,y—z,2z)

e1 = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 = (0,0,1)

Calculer la matrice de f dans £,&’

fler) = f(1,0,0) = (2,0,0) = 2¢;

fle2) = £(0,1,0) = (1,1,0) = e1 + e

fles) = f(0,0,1) = (—1,—-1,2) = —(e1 + e2) + 2e3

Les coordonnées de

2
f(e1) dans € sont | 0
0
1
f(e2) dans € sont | 1
0
—1
f(es) dans € sont | —1
2
donc la matrice M de f dans (€,&’)
2 1 —1
M=10 1 -1
00 2
TODO MAYBE
Proposition 4. E, F, G trois K-espace vectoriel, de dimenstion finie :
E a pour base € = (e1,...,ep)
F a pour base & = (¢}, ...,€l)
G a pour base E" = (€f,...,el)

f:E—>Fetg:F—Gdoncgof:E—G

My matrice de f, (p,n)-matrice, My = (q,p)-matrice
fof(u) =g(f(u)) et la matrice de go f est :

Moy = My. My

Démonstration. Le produit My.My est bien défini : c’est le produit d'une (g, p)-matrice avec
(p, n)-matrice.

Soit X les coordonnées de u dans & et Y les coordonnées de f(u) dans &'

alors Y = M. X

Soit Z les coordonnées de g(f(u)) dans £”.

= Z=MyY = Z=MygM;X = Mgs.X O]



Chapitre 10

Matrices d’endomorphismes en
dimension finie — Matrices de
changement de Base

10.1 Matrices carrées

Un endomorphisme de E est une application linéaire de E dans F donc sa matrice est une
matrice carrée.

L’ensemble des matrices (n,n) sur K est noté M, (K)

— le produit est une loi interne dans M,,(K)

— la produit n’est pas commutatif :

v

10 0 1
00 00
M.N = [O 0} N.M = [1 0} =M

donc M, (K) n’est pas integre (2 éléments non nuls donnent un produit nul)
et - n’est pas commutatif.

Il existe des matrices qui commutent :
Exemple : n =3

/\1 0 0 61 0 0 /\1ﬂ1 0 0
A=10 X 0| B=1]0 B 0| AB=BA=| 0 XfB 0

0 0 X3 0 0 f3 0 0 A3fs
Element neutre : I € M,,(K) tel que V M € M, (K) M.I=I1IM=M

1 0 0
e 0 0

0o .0
0 0 1

61



62

La diagonale de I est constituée de 1, les autres coefficients sont nuls.
Exemple 1. I est la matrice de ’application linéaire indentité : £ — F
i.e. id(e1) = eq,id(e2) = e9,...,id(e,) = e,

=VuecFE idu)=u

1 1 1

1 1 1
Exemple 2. n e N, M =

1 1 .- 1
Quelle application linéaire f?

MP?

E=(ey,€9,...,6e,) base de F

E est la matrice de f avec f(e1) =e1 +ea+---+ ey,
1

= Soit u € £, X = | : | des coordonnées de u dans £
T,

U =211+ -+ Tpen

alors les coordonnées de f(u) sont Y = M. X

1 --- 1 T
Flu) = (z1+ 4 zn).(er + - +en)
eK S

(e1,...,ep) est libre = e; +ex+---+e, #0=dimImf =1
=kerf=n=1

1 ... 1 1 ... 1
: S =n.M = M>
1 ... 1 1 ... 1

Par récurrence : M? = nP~1 M

M#T

Exemple 3. important : £ = R?, Ry = rotation de centre O et d’angle 6 :
Ry est une application linéaire de R? — R?
Quelle est sa matrice de base (e1,e2)?
Ry(e1) = cos(feq) + sin(fea)

Ry(e2) = —sin(feq) + cos(fea)

. cos(f)---sin(6)| (1 0]
donc My matrice de Ry est Lin(@) cos(0)| T My, My = 01l = 1

Que vaut My. My ?
My.My est la matrice de 'application linéaire :

cos(0 +0") —sin(0 + 0’
Ry o Ry = Rovor = Mo My = Moo = [sin((ﬁ + 9’)) - COSEQ + 0’;]
Donc Mg = My

My possede-t-elle un inverse ?

t.e. AN tel que N.My = My.N =1 = E] (1)]
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or R_goRy=1id = Ryo R_y
or M_gy est la matrice
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Chapitre 11

Matrices d’applications linéaires en
dimension finie

Proposition 1. Soit M une matrice (n,n), alors :

1. M est la matrice d’une application linéaire inversible si et seulement si M est inversible

Démonstration. 1. La j-ieme colonne de M représnte les coordonnées d’un vecteur vj,j =
1---n alors M est la matrice de f dans £, ou

flej) =v;Vi=i---n

2. Supposons M inversible :
i.e. il existe N, (n,n)-matrice telle que NNM = M.N =1
1 0
I= I une (n,n)-matrice
0 1
donc 3 g : E — E, une application linéaire, donc N est la matrice dans £ ainsi Myor =
NM =1=M;N = Mg,
donc go f(e1) = e1,go f(e2) = ea,...,go f(e,) = e, de méme fog(e;) =ei,..., fog(e,) =
€n
=VuecFEfog(u)=gof(u)=u= fog=gof=1d< f estinversible et g est 'inverse
de f.
Réciproquement : Si f est inversible alors il existe une application linéaire de £ — FE telle
que fog=go f=1d
donc Myoy = Myoy = I et soit N la matrice de g alors
Myfoy = M.N et M.N = N.M = I = M inversible
Myor = N.M
O

Proposition 2. Soit M une matrice (n,n), s’il existe une matrice (n,n), N telle que N.M = I
et N est linverse de M

64
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Démonstration. M est la matrice de f
n est la matrice de g

NM=I1I=gof=1d

Alors ker f = {0}

en effet : Soit u € ker f = f(u) =0=go f(u) = g(f(u)) =9(0)=0

orgof=Id=go f(u)=u=u=0=ker f C {0}

ker f est un sous-espace vectoriel de E = {0} C ker f = ker f = {0}

alors dimker f =0, or dimImf 4+ dimker f =dim E =n

= dimImf =nImf C F et dmImf =dimFE = Imf =F

donc f est bijective donc inversible : 3f~!, application linéaire : E — E, telle que f~'o f =

foffl:Id
orgof=Id=gofofl=f"l=gold=g=f"
et donc N est-il inverse de M et M.N =1 O

11.1 changement de base

E un K-espace vectoriel de dimension n, £ = (eq,...,e,) une base de E
Soit V = (v1,vg,...,v,) une famille libre de E, donc une base

Définition 1 (Matrice de passage). La matrice P, dont les colonnes sont les coordonnées de
chaque v; dans la base £

P1i
. . |P2 . e e
p = [Pij]i=1..n. 01l v; a pour coordonnées | . | dans & | est la matrice d’une application linéaire
j=1-n :
P3i

o(e;) = v; dans &
alors ¢ est bijective, car Vect(¢(e1),...,¢(e,)) = E = ¢ est surjective et ¢ est injective cat

(p(e1),...,p(en)) est libre
P est la matrice de passage de la base £ a la base V

I
Proposition 3 (changement de coordonnées). Soit u € E, soit X = | 1 | les coordonnées de
Tn
Y1
u dans la base £ et soitY = | . | les coordonnées de u dans la base V
Yn

alors X = P.Y : coordonnées de £ = Matrice de passage de £ vers V, coordonnées dans V

Démonstration. P = [Pjj|1<i<n alors V; = Y"1 | P;je; par définition de P
1<j<n
Soit u € E,u=7Y " ;e
et u=> 1"y
n m n
U= Zj:l Yjvj = Zj:l yi (Xoimn Pijed)
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n n
= Zi=1 (ijl Pz‘jyi) €;
. . —n
ainsi ijl Py = x;
< X = PY : les anciennes coordonnées en fonction des nouvelles OJ

Proposition 4. Soit A la matrice d’une application linéaire f de E — E dans la base £. Soit

V une nouvelle base de E, et P la matrice de passage de £ vers V alors la matrice de f dans la
base V est : B=P~': AP

Démonstration. Soit u € F,

X les coordonnées de u dans £

X' les coordonnées de u dans V

alors X = PX’

Soit Y les coordonnées de f(u) dans &

soit Y les coordonnées de f(u) dans V

alors Y + PY'. OnaY = AX = PY' = A.P.X’ or P est inversible car c’est la matrice d’'une

application linéaire bijective, donc ’ Y'+ P1APX' ‘ O
3 -1 1

Exemple 1. M = |2 0 —2|Vn € Z*, calculer M"
3 -3 -1

On se propose de trouver une base de R? telle que dans cette base M soit diagonale

€1 = (17070)762 = (07 170)762 - (0707 1)78 - (617627671)

M est la matrice d’une application linéaire ¢ dans la base £
Soit V = (v1,vg,v3) avec

v = %(61 +e2)

Vg = %(61 + e3)

vy = —%(62 + 63)

. Montrer que V est une base

. Ecrire la matrice de passage de £ vers V
. Ecrire M dans la base V

. Calculer M"

U S

Montrons que V est génératrice dans F
e1 € Vect(V)
Pour cela montrons que ey € Vect(V)
es € Vect(V)
el =v; +v2+ U3
Ona ey =wv; —vy—v3 = Vect(€) C Vect(V)
€3 = —vU1 + V2 — U3
Or E = Vect(€) cat & est une base = E C Vect(V) et = E = Vect(V)
ainsi V est une base
Soit My la matrice de f dans V :
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f(v) = %(f(el) + f(e2)) = % ((3e1 +2e2 + 3e3) + (—e1 — 3e3)) = e1 + €2 = 2u;
f(’Ug) = Q(f(el) + f(eg)) =3 ((361 + 2e9 + 363) + (61 — 2e9 + 63)) = 2(61 + 63) = 4vy
f(v3) = *%( (e2) + f(e3)) = *% (—e1 —3eg +e1 —2ep + e3) = eg + e3 = —2u3
2 0 0 22 0 0 2" 0 0
Donc My = {0 4 0| Mi=|0 4> 0 |etVneN" MI=|0 4" 0
00 -2 0 0 (—2)? 0 0 (=2)

La matrice de passage P de la base £ vers V est

0

P=

O NN =

= O ol

DO 0| =

X = P.X' ou X sont les coordonnées d'un vecteur v dans la base £ et X' les coordonnées de u
dans V alors : My = P"'MP
P~ est la matrice de passage de la base V vers £ donc

1 1 -1
Plt=1(1 -1 1
L =1 —1],

M} = (P 'MP)" =p 'MPP'MPP'MP...PT'MP

n fois

finir le calcul. ..



Chapitre 12

Systemes linéaires

Soit F un K-espace vectoriel de dimension n
Soit k vecteurs de F, uqy,...,up € E,etbe E
On considere I'équation :

T1U1 + Touo + -+ - + Tpup = b
Trouver (x1,z9,...,2,) € K*

Proposition 1. Cette équation admet au moins une solution si et seulement si b € Vect(uy, ug, ..., uy)

Démonstration déja vue.

Soit (e1,e2,...,e,) une base de E et soit u1 = Y " ajer ... up = Y g ape; et b=y " bie;
alors I’équation s s’écrit :
ail  aiz - Ak by
1
ag ag - ag| | by
Vg
anl Qp2 *°+  Apk bn

en identifiant dans I’équation, les coordonnées

a1121 + a12x2 + - - + a1 = by

a1 71 + a2 + - - - + agkTr = bo
) de la forme A.X =50

an171 + an2Z2 + - + apprr = by
c’est un systéeme linéaire

Définition 1. Le systeme (S) est compatible si et seulement si (S) admet au moins une solution,
incompatible sinon.

La proposition 1 se traduit par :
(S) compatible < b € Vect(uy, ..., up)
(S) incompatible < b ¢ Vect(uq, ..., uy)

68
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Définition 2. Une matrice A est dite échelonnée si et seulement si elle est écrite sous la forme :

all a12 o o e o e o e alk‘
O a22 a23 “ee “ e “ e azk
0 a33 “ e o e o e a3k
A=
o e a?”?” o e agk
0 0 0 0 0 0 0

i.e. A= a;jli<i<n et Ir € N*,1 <1 <n tel que
1<5<k
Vi,1<i<ra; #0,a; =0sij<i

et Vi >r,a;; =0Vj =i---k

Exemple 1.
10 2 30
04 1 01
A=10 0 -2 0 1
00 0 0O
00 0 00

11 est facile de résoudre A.X = b, par exemple : pour quels vecteurs b le systeme A.X = b est-il
compatible 7
Et lorsqu’il est compatible, le résoudre.

T + 223 4+ 3xz4 + 0 = by

dxy + 3 + x5 = b

AX =b& — 2x3 + x5 = b3
0 = by

0 = bs

le systeme est compatible si et seulement si b est tel que by = b5 =0
On résoud lorsque b a pour coordonnées [bl by b3 O O]

Vx4, x5 € K il existe une solution a I’équation

x4, x5 sont les parametres des solutions

Définition 3. r, le nombre de coefficients non nuls sur la diagonale d’une matrice échelonnée,
est le rang de cette matrice, et les coeflicients a;;, 7 < r sont les pivots.

Dans 'exemple : le rang de A est 3 : les pivots sont 1, 4 et —2.

Si A est échelonnée, on sait résoudre I'équation A.X = b, si le systeme est compatible

Définition 4. Deux systemes linéaires (S) et (S") sont équivalents si et seulement si ils ont le
méme ensemble de solutions.

Proposition 2. Soit (S) un systéme linéaire, on obtient un systéme équivalents a (S), en
appliquant les régles suivantes
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Regles :
1. On remplace une ligne L; par A\L;, \ € K, A\ #0
2. permuter 2 lignes

3. changer une ligne L; par L; + une combinaison linéaire des autres lignes

Proposition 3. Tout systéme est équivalent a un systéme échelonné

Démonstration. Se fait en appliquant R1, R2 et R3. O
Exemple 2.
r1 4+ 3x2 + x3 — x4 = b1 Ly
— r1 + x99 — x3 — x4 = by Lo
2x1 + bxy — w3 — 214 = by L3
T1 + 3x9 + x3 — x4 = b Lll =1,
S 4xo — 2x4 = b1 +0b L/2 =Lo+ 14
— T2 — I3 = bg - 2b1 :/3 = L3 - 3L1
1 + 3r9s + x3 — x4 = b /1/ =14
S 4x9 — 2x4 = b1+ by /2/ = Lll

— 1223 — 2x4 = 4b3—Tb1 + by Lg:4Lé+L/2

Proposition 4. Soit S le systéme A.X = b, soit f Uapplication linéaire de E — E, dont A est
la matrice dans &, alors si le systéme posséde une solution Xog € K, et soit ug le vecteur de F,
de coordonnées Xy dans &,

alors ’ensemble des solutions est ug + ker f : c’est un sous-espace affine

Démonstration. Résoudre le systéme revient a chercher u € E tel que f(u) = v ol v possede b
comme coordonnées.

Si ug est tel que f(ug) =v = VYw € ker f f(w+up) = f(ug) =v

= w + ug € solutions =* ker f + ug C solutions

car Yu € ker f + ug, Jw € ker f tel que u = w + ug

Réciproquement :

Si ¢ € solutions = f(u) = v donc f(u —ug +up) =v

soit f(u—wuo) + fug) =v or f(ug) =v

= f(u—1up) =0=u—wuy €ker f=ucuy+kerf O

Définition 5. On dit que (5) est de Gramer si et seulement si le systéme possede une unique
solution i.e.ker f = {0} (matrice carrée)

Application :
Equations cartésiennes d’une sous-espace vectoriel de E, engendré par une famille (uq,...,up),
dimFE =n

Exemple 3. n=4,p =3, = (e1,ea,€3,e4),u; = €1 + 2e9 — e3,us = €] — €4, U3 = €3
Equations cartésiennes de Vect(uj,ug,us) sont les CNS sur les coordonnées (y1,¥y2,ys,y4) de
u € E tel que u € Vect(u1, ug, us)

Soit u € E, u € Vect(ui,uz,u3) < Jx1,x9,23 € K tels que u = xjuy + wouz + x3us en les
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coordonnées dans £ :

up:[1 2 =1 0J,ug:[1 0 0 —1],ug:[0 1 0 0

1+ T2 = U

2%‘1 + r3 = Y2

- I = U3
- T2 = Ya

Trouver des relations portant sur(yy, y2,y3, y4) € K* pour que ce systeme soit compatible

- = Y3 Ly =13
- - = % Ly =Ls
T2 = y1+ys Ly=1Li1+L3
r3 = Yo+2y3 L) =1Lo+2L3

-z = U3 1=1

o - X2 = Y4 /2/ = L/2

T3 = Y2+ 2y3 5=1L}

0 = wi+ys+ya Lj=Li+L,

systeme échelonné : le systéeme est compatible si et seulement si y; + y3 + y4 = 0 est I’équation
cartésienne de Vect(uq, ug, us) dim Vect(uq, ug, uz) = 3 = rang du systéme = le nombre de pivots

—xr1 = 0
En effet on cherche x1,z9, x3 € K tels que z1uq + xous + xzuz = 0 i.e.tel que —x9 = 0
i) =0

Exemple 4. dim F = 4,& = (e, ez, e3,e4) base F = (u1, ug, us, uq)

Uy = e1. — e + 2e3 — 3ey
Uy = 2e1 4+ e — ey + ey
uz = — e — e + e3 — €4
Uy = 2e1 — ex + 2e3 — 2e4

Soit V' = Vect(uy, ug, us, ug). Trouver une base de V', et exprimer uq,u9,us et uy dans cett e base
les coordonnées de u; sont [1 -1 2 —3], de uo : [2 1 -1 1], de us : [—1 -1 1 —1],
deug:[2 -1 2 -2

En exercice, on peut chercher (z1, s, x3,24) € K* tel que iUy + Toug + x3us + r4us =0
Solution : x3 = —x1, To = —x4, T1 = —X4

Exemple 5. E un K-espace vectoriel, dim E = 4 £ = (e, e, e3, e4) base
F un sous-espace vectoriel de E dont les équations cartésiennes sont

T1+ax9—24=0
(S){$1+."L‘3:0 }

u tel que u = x1eq + x9eg + x3€3 + 1464, u € F & (21,29, 3, 14) Vérifie S

Trouver une base de F'
Pour cela il suffit de résoudre le systeme :

1+ T2 —1x4=0 1 +23=0 1+ —x3
-~ -~
T+ x3 To—x3—x4=0 To =23+ T4
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u, ayant pour coordonnées dans &, (1,2, 23,24), u € F & { =
To = XT3+ T4
i.e. u = —xger + (r3 + x4)es + T3e3 + 464
=z3(—e1 +e2 +e3) + x4(ea + e4) < u € Vect(—eg + e + e3,e2 + e4)
Montrons que (—e; + es + e3, e2 + e4) est libre.
1.€. )\1(—61 +eo + 63) + )\2(62 + 64) =0
A1 =0
A1+ A2
A1 =0
A =0

S A — A =0% (—ep + ex + e3,e2 + e4) est une base de F'

Trouver G tel que F& G =F

Cherchons & compléter F' par des vecteurs uy, uz de &, tel que (—ej + ex + €3, €9 + €4, uy + ua)
soit libre, V sera ainsi une base de F' et Vect(uj,us) @ F = FE

On échelonne le systéme provenant de :

x1 (—e1 + e2 + e3) +x2 (€2 + e4) +xzer + xaea + x5e3 + x6e4 =0
—_— ~—

v1 v2
Soit :
U1 () €1 €9 €3 €q -1 01 0 0 0 O
- + 3 =0 1 10100
r1 + T2 + x4 = 0wsoit|{1 00 010
T + x5 =0 1 00 010
T9 + z¢ = 0 0 1 0001
-1 0 1.0 0 0 -101 00 O
- 0 11100}@ 0 1 000 1
0 0 1 010 0 01 01 O
| O 1 0 0 01 0 01 10 -1
-1 0 1.0 0 0
N 0 1 0 0 O 1
0 010 1 O
0 001 -1 -1

Le s_ystéme échelonné possede 4 pivots = les 4 premiers vecteurs vy, va, €1, €2 sont libres.
= (v1, v, €1, €2) est une base de E
= F @& Vect(ey,e2) = E

Exemple 6. dimE =4 £ = (e, ea,e3,€4)
[ F — FE linéaire

f(el) = €1 —€2+263

f(e2) =2e1+ex—e3+eq
f(€3) = —€1 —€2— €4
I

64) = 2e9 — 2e3 + €4

Matrice de f dans £
1 2 -1 0
-1 1 -1 2

ainsi f(u) =ve MX =Y
avec X les coordonnées de © dans &£ et Y les coordonnées de v dans £

Trouver la base de Imf, ker f et les équations cartésiennes de Imf, ker f
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v €lmf & JE tel que v = f(u)
i.e. Y sont les coordonnées d'un vecteur de Imf < 3X € K4 tel que Y = M X

r1 + 2x9
. , , r1 + X2
soit (y1, Y2, Y3, y4) sont les coordonnées d’'un vecteur de Imf < 1z .
R )
Z2

Echelonner le systeme :
1 2 -1 0 1 2 -1 0 1 2 -1 0 1 2
-1 1 6 2@03—22@01—11@01
2 -1 0 =2 0 -5 2 =2 00 1 -1 0 0
o 1 -1 1 0 1 -1 1 0 0 -3 3 0 0

ker f = {u, f(u) = 0}
Résoudre le systeme M X =0
i.e. en utilisant le systeme échelonné on a :

x3—x4 =0 T3 —x4=0
To—x3+r4=0 < o =10 équations cartésiennes de ker f
x1 + 229 — 13 r1—X3=0

Question : f: EF — E,dim F = n, a-t-on toujours

Imf Nker f = {0}

oulmf+kerf=FE7?

On a toujours dim Imf + dim ker f = n mais la réponse est NON.

A, B, C matrices
AB=AC=B=C?
FAUX

T3
T3
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2.%4

n
Y2
Y3
Y4



